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1. INTRODUCTION 
La difference de comportement lorsque le temps t tend vers l’infini entre 
les solutions de l’equation des ondes et de celle des telegraphistes est bien 
connue: les premieres sont presque-periodiques par rapport au temps tandis 
que les secondes tendent vers zero (t + + co). Le but de ce travail est 
d’etudier le dit comportement pour des problemes aux limites associes a une 
equation hyperbolique “intermediaire” entre celle des ondes et celle des 
telegraphistes, qui contient un terme dissipatif positif dans une partie du 
domaine des variables d’espace et nul ailleurs. Un exemple physique typique 
de cette situation est une membrane vibrante Q avec une resistance de milieu 
qui agit sur une partie Sz, de la membrane. 
11 est physiquement evident (et la demonstration mathematique en est 
Clementaire) que les oscillations de la membrane tendent vers zero pour 
t -+ + 00 dans s2, . Le probleme a Ctudier consiste a savoir s’il en va de m&me 
pour 52 - Q, . Par ailleurs si 9, et Q - 52, sont des composantes connexes 
disjointes, les vibrations de la membrane dans les deux domaines sont inde- 
pendantes et la solution dans Q - Q, sera presque periodique en t. Par contre, 
si Q est connexe, on peut faire le raisonnement heuristique suivant: pour t 
tres grand, les oscillations dans Sz - Q, doivent satisfaire a l’equation des 
ondes (puisque 11 il n’y a pas de dissipation) avec conditions aux limites et de 
Dirichlet et de Neumann sur le contour de Sz, (puisque dans Qr pour t grand, 
la solution est nulle et le fait d’etre solution dune equation du deuxieme 
ordre entraine la continuite de la fonction et des derivees premieres). Ces 
conditions sont en general surabondantes, ce qui fait penser que. pour t t&s 
grand, la solution doit Ctre nulle dans Q - Q, . Nous demontrerons (avec 
un CnoncC p&is) qu’il en est ainsi et que, si Q est connexe, la solution tend 
vers zero dans tout Q. 
La demonstration se compose d’une partie (Sects. 2 et 3) relevant de 
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I’analyse fonctionnelle, oh l’on demontre que l’etat limite est une solution 
de l’equation des ondes nulle dans 12, pour tout t, et dune partie oh l’on 
Ctudie le dit &at limite (Sect. 4) qui utilise essentiellement une representation 
explicite a I’aide des fonctions propres de l’operateur laplacien et leur 
caractere analytique, ce qui permet de passer par prolongement analytique de 
.Qr a 9. La demonstration de cette Ctape est tres differente suivant que le 
domaine soit borne ou non, situation typique dans cette sorte de problemes 
(cf. [l] et [2]). 11 nous semble done que dans son &tat actuel cette seconde 
partie manque de gCnCralitC et ne peut s’appliquer a des problemes plus 
generaux pour lesquels les resultats sont pourtant probablement valables. 
C’est pourquoi nous n’avons cherche ni a Ctablir les resultats les plus fins 
ni les hypotheses minima; nous nous sommes born& a donner certains 
resultats appiicables a des problemes physiques (Sect. 5). 
Nous n’etudions ici que des equations homogtnes. 11 va de soi, d’aprb le 
le caractere lintaire du probleme, que les solutions des equations avec un 
second membre independant du temps convergent, quand t tend vers 
l’infini, vers la solution unique du probleme stationnaire correspondant. 
Remarquons que nos r&hats montrent que le comportement t + + CO 
est singulier par rapport a des petites perturbations du terme dissipatif 
(petites aussi bien de par leur valeur numerique que par la mesure du domaine 
oh ce terme est different de zero). Le contenu de cet article a fait l’objet d’un 
expose au congrb Euromech sur les perturbations singulieres (Paris, juillet 
1971). Nos remerciements ’adressent a MM. Bardos, Lions et Wilcox pour 
leurs remarques bienveillantes. 
2. PR~LIMINAIRES ET ~NONCB DU RBSULTAT 
Soit s2 un ouvert connexe de RN, non necessairement borne, de front&e 
reguliere, Q, une partie de D de frontier-e reguliere, et a(x) la fonction (2.1). 
Les notations qui ne seront pas explicitees sont les habituelles (cf. [3] ou [4]). 
44 = ! 01 = cte > 0 si XEQn, 0 si x$-Q,* 
Notre but est d’etudier la limite lorsque t -+ + cc de la solution du 
probleme de conditions initiales et aux limites de Dirichlet: 
a2u 
- = Au - u(x) g; 
N a2 
at2 Ll=p--, isl w 
ult=o = u,(x); 
au 
at t-0 I = %(X>, 
ulan = 0 (as-2 = front&e de Q). 
(2.3) 
(2.4) 
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L’etude de l’existence et l’unicite d’une solution de ce probleme se fait 
exactement comme pour l’equation des ondes (cf. [3], Chap. 3, n. 8), a l’aide 
de la methode de Galerkin. Nous n’en exposerons ici que les elements qui 
seront utiles par la suite. Si g(Q) est l’espace des fonctions indefiniment 
derivables de support compact dans Q, nous designons par L2(Q) (resp. 
Hal(Q)) le complete de g(Q) pour la norme (2.5) (resp. (2.6)), et nous intro- 
duisons la forme bilineaire et symetrique (2.7) qui designe, dans le cas oh D 
est borne, un produit scalaire equivalent a celui de E&l(Q), grPce a I’inCgalitC 
de Friedrichs. 
(u, w) = s, uw d.9; I u I2 = (% 4, (2.5) 
((% v)) = IQ (uv + grad u * grad w) di?; II u /I2 = ((u, 41, (2.6) 
[% VI = s, grad u * grad v dQ; [u]” = [u, u]. (2.7) 
Si w1 , w2 ,..., w, ,... est une base de &l(Q) et de L2(sZ) et u,,, , ulm sont des 
combinaisons lineaires des m premiers elements de la base, convergeant 
(m + co) vers u,, et ul dans &l(Q) et L2(Q) respectivement, nous definissons 
l’approximation de Galerkin d’ordre m de la solution par (2.8)-(2.10), oti 
l’apostrophe designe une derivation par rapport au temps: 
urn = ~l&m(t) wj 9 (2.8) 
Ma > Wi) + (wn’, Wi) + [urn , 4 = 0 (j = l,..., m), (2.9) 
%(O) = uom; z&‘(O) = Ulrn . (2.10) 
Si nous multiplions (2.9) par g:,(t), en ajoutant pourj = 1,2,..., m et en 
integrant en x sur Q et en t de 0 a t, on a l’estimation a priori: 
I ~m’(t)l~ + kmW12 + 2 j: 01 s,, (u,‘)~ dQ = [uo12 + I ~1 12. (2.11) 
11 en resulte que chacun des termes du premier membre est borne par une 
constante independante de m et de t; en plus, en integrant u, de 0 a t, on 
voit que, pour t ~10, T[, T &ant arbitrairement 5x6, 1 u,(t)\ est borne 
independamment de m. On voit done que, lorsque m + co, u,,,‘, %,/ax, 
restent dans des ensembles born& de L”(0, co;L2(Q)), et u, dans un ensemble 
borne de L”(0, T,P(SZ)), et que l’on a (2.12), oti K designe une constante: 
O” ss (u~‘)~ dQ dt < K. 0 Ql (2.12) 
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I1 existe alors u (qui est solution du probleme (2.2)-(2.4)) limite de la suite 
u, au sens (2.13)-(2.15), satisfaisant a (2.16): 
u,---u dans L”(0, T;L’) faible * (2.13) 
* au 
t3Xi --3g 
dans L”(0, co; L2) faible * (2.14) 
t 
%n 
-\ u’ dans Lm(O, co;L2) faible * (2.15) 
s 
m [ u’ IQ1 I2 dt < K. (2.16) 
0 
On demontre alors comme dans [3] le lemme suivant: 
LEMME 2.1. Si u. E H,1(52) et uI ELM, Ze probkme (2.2)-(2.4) posshde 
une solution unique u, que nous appellerons solution faible, appartenant, ainsi que 
ses dh%es aux espaces de (2.13)-(2.15) (oh T est arbitrairement fixe’) et satis- 
faisant b (2.16). 
Si les conditions initiales sont plus regulieres, on obtient (comme dans [4], 
Th. 1.3, p. 17) un resultat supplementaire de regularite de la solution: 
LEMME 2.2. Si u. E H2(Q) n H,1(sZ), u1 E Hoi(G), la solution u de (2.2)- 
(2.4), que nous dthgnerons dans ce cas par solution forte, vdrijie (2.17)-(2.19) 
en plus des conclusions du Lemme 1. 
(ad/ax,) E L”(0, 00; LZ(0)), 
un E L”(0, co; LyQ)), 
s 
Lx 




En utilisant le Lemme 1.2 de [4], p. 7, on voit que, si u est une solution 
forte, u (resp. u’) est continue de t dans H,‘(Q) (resp. L2(Q)), si bien que 
u(t), u’(t) ont un sens en tant qu’C1Cments de Ho1(s2) et L2(Q). En plus, 
/ I u’(h) LI I2 - I u’(h) Lx I2 / < 2 1 j-::(u’ IQ1 >U” In,> ds /
tend vers zero lorsque t, et t, tendent vers l’infini [en vertu de (2.16) et 
(2.19111, ce qui montre que u’(t)jDX a une limite, qui ne peut Ctre que zero 
pour que (2.16) ait lieu, d’oti le Lemme suivant: 
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LEMME 2.3. Si u est une solution forte, IJ (resp. u’) est une fonction continue 
de t L? dews duns H:(Q) (resp. L2(Q)) et Z’on a (2.20) 
u’(t) ISI t+Tm 0 duns L2(Q,) fort. (2.20) 
Le rtsultat de cette etude est le theoreme suivant, dont la demonstration 
fait l’objet des Sects. 3 et 4: 
TH~OR&ME. Dans les trois cas: (a) Q est borne!; (b) Q coincide avec l’espace 
RN; (c) le compkmentaire de Sz est borne’, si u est une solution forte (cf. Lemme 
2.2) du problhme (2.2)-(2.4), lorsque t tend vers Z’infki, on a (2.21) et (2.22): 
u(t) -0 duns H,1(Q) faible, (2.21) 
u’(t) - 0 duns L2(Q) faible. (2.22) 
Ce theoreme peut &tre enonce comme un resultat de stabilitt stricte des 
solutions de (2.2)-(2.4). D ans le cas Q = RN, il donne, grace au caracttre 
lineaire du probleme, la stabilite des solutions du probleme de Cauchy pour 
l’equation (2.2) p ar rapport a des perturbations des conditions initiales (2.3) 
appartenant a Hal(Q) et L2(Q) respectivement. 
3. ETUDE DE LA CONVERGENCE t--t +cc 
Nous considerons une solution forte u bien determinCe (autrement dit, 
u,, , ur fixes). Soit t, une suite numerique tendant vers + CL, (V = 1,2, . ..). Si 
f(t) est une fonction quelconque, nous definirons f”(t) = f (tY + t). u Ctant 
fix&e, en Ccrivant (2.2) sous la forme 
un - Au = - a(x) u’, (3.1) 
on peut considerer u comme solution de l’equation des ondes non homogene 
avec un second membre fix& qui appartient, grace a (2.1) et aux Lemmes 2.2 
et 2.3 a CO(O, co;L2(Q)). Considerons la suite de fonctions u,(t); elles sont 
des solutions de l’equation translatee t, de (3.1), avec les conditions initiales 
u”(O) = u(tv), u,‘(O) = u’(t,), qui sont bien definies dans Ho1 et L2. Nous 
decomposerons chacune de ces solutions en somme de deux, l’une solution 
de (3.1) translatee avec des conditions initiales nulles, l’autre de l’equation des 
ondes homogbne, avec les dites conditions initiales: 
u, = u; + ii, , (3.2) 
ii; = Azl,; %(O) = u(tJ ; ii”‘(O) = u’(tJ, (3.3) 
ZL = Aii, - a(x) u,‘; Z”(O) = ii,‘(O) = 0. (3.4) 
409/4x/3-13 
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Les fonctions ii, et ii, sont, en principe, des solutions faibles d’apres leur 
definition, mais elles sont continues a valeurs dans Ho1 (et leurs derivkes 
dans L2). En effet, cela resulte du fait qu’on applique le resultat de regularite 
pour les formes hermitiennes ([3], Th. 8.2, p. 296). En utilisant des estima- 
tions du type (2.11) ( avec t retrograde au besoin) et le Lemme 2.1, on a 
(3.5)-(3.7). En retranchant ensuite de u,, obtenue par translation de u et 
compte tenu du Lemme 2.1, nous avons (3.8) et (3.9). En plus, nous admet- 
tons pour l’instant (3.10), q ui sera demontree apres comme cas particulier 
des estimations a priori du Lemme 3.1. 
U, E ensemble borne de C”(- T, + T; Hoi(Q)), 
2 e ensemble borne de C”(- co, + co; L2(Q)), 
(3.5) 
(3.6) 
u,“’ E ensemble borne de C”(- CO, + CO; L2(Q)), (3.7) 
$ E ensemble borne de C”(- t, , + CO; La(Q)), (3.8) 
iiV’ E ensemble borne de C”(- t, , + 00; L2(Q)), (3.9) 
ii, E ensemble borne de C”(- T, + T; Hoi(Q)). (3.10) 
Remarquons que les espaces des expresisons (3.8) et (3.9) dependent de V; 
elles expriment le fait que les normes des fonctions qui y figurent sont inde- 
pendantes de v. 
Nous Ctudions a present le comportement limite des fonctions ii, . 
LEMME 3.1. T &ant arbitrairemmt jx.4, lorsque v + + CO, on a (3.11) et 
(3.12) 
ii” ---f 0 duns L”(- T, + T; Ho1(52))fort, (3.11) 
ii”’ --j. 0 duns L”( - T, + T; L2(sZ)) fort. (3.12) 
En effet, il suffit de faire des estimations a priori sur (3.4). En multipliant 
par ii,’ et en integrant de 0 a t on a: 
I ii,‘(t)12 + [iiY(W < / j; 2 I 4%’ I I ii,’ I dt 1 
Or, le premier terme du dernier membre de (3.13) tend vers zero (v -+ W) 
grace ?I (2.16). Si bien que (3.13) donne a fortiori (3.14) oh E” designe un 
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infiniment petit (V --f cc), et, en appliquant le lemme de Gronwall on a (3.15) 
qui avec (3.13) nous permet d’etablir (3.16). Finalement, le Lemme decoule 
de (3.15) et (3.16). 
I ii,‘(t)l” d l , + 1 j: I u=v’(W ds 1 3 (3.14) 
I ii,‘(t>12 < +; 1 ii,(t)l” < e,T2eT, (3.15) 
[iiY(t)12 d 4 + TeT). (3.16) 
Nous passons maintenant a l’etude de 9 . En considerant la restriction a 
Qr de (3.12) et en retranchant de (2.20), nous avons 
27”’ --f 0 dans y-52 L”( - T, + T: Z?(Q,)) fort. (3.17) 
Compte tenu de (3.5) et (3.7), 1 es conditions initiales ~“(0) et ~“‘(0) restent 
bornees dans &l(Q) et L2(Q) respectivement, si bien que, aprb extraction 
eventuelle dune sous-suite (que nous continuons de designer par Y), il existe 
v, et zlr tels que: 
W) - uo dans Hol(sZ) faible 
iiv’(0) -1 z11 dans L”(Q) faible. 
(3.18) 
Or, il est facile de demontrer que (3.18) entraine (3.19) et (3.20), oh z, 
dtsigne la solution de l’equation des ondes dont les conditions initiales sont 
v(0) = w. , v’(O) = vl (1 d a Cmonstration peut se faire comme celle du passage 
des approximations de Galerkin a la solution exacte dans [4], Chap. 1, Sect. 1). 
Finalement, compte tenu de (3.20) et (3.17) nous avons (3.21). 
q-v dans Lm(- T, + T; H,l(Q)) faible *, (3.19) 
ii”’ - v’ dans L”(- T, + T;L2(SZ)) faible *, (3.20) 
?I’ SE 0 dans Q, x I- T, + T[. (3.21) 
NOUS avons dimontrt que, si l’on fixe T arbitrairement, on peut extraire 
une sous-suite de la suite Y telle que l’on ait (3.1 l), (3.12), (3.19) et (3.20), oh 
w est une solution faible de l’equation homogene des ondes, verifiant (3.21). 
Considerons une suite Tj --f + co; en extrayant, d’aprb le processus prCcC- 
dent, pour chaque Tj une sous-suite de celle correspondante a Ti, et en 
prenant la suite diagonale, nous avons le lemme suivant: 
LEMME 3.2. I1 existe une sous-suite (p) de la suite v telle que l’on ait pour 
tout T, (3.1 l), (3.12), (3.19) et (3.20), oic v dhigne me solution faible de I’Lqua- 
tion des ondes, vhjiant (3.22): 
v’ E 0 dans J-J, x I- a, + co[. (3.22) 
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Remarquons que ce lemme constitue une generalisation (hypotheses plus 
faibles et resultats moins Clabores) d’une propriete deja ttudiee pour certains 
types d’equations hyperboliques (cf. [l], L emme 1) ou differentielles ordi- 
naires (cf. [5]). 
Nous admettons pour le moment le Lemme 3.3 suivant, dont la demonstra- 
tion (dans les trois cas du Theoreme du Sect. 2) fera l’objet du Sect. 4. 
LEMME 3.3. Toute solution faible de l’iquation homogkne des ondes d@nie 
pour tout t rkel et satisfaisant li (3.22) est identiquement nulle. 
Ceci &ant, des Lemmes 3.2 et 3.3 nous deduisons que pour tout T 
24, - 0 dans Lm(O, T; &l(Q)) faible *, (3.23) 
uur - 0 dans L”(0, T;L2(Q)) faible *. (3.24) 
D’autre part, compte tenu que l’operateur A est continu de I&,1(Q) dans 
H-l(Q) on a, d’apres le Lemme 2.1 (comme dans [4], Chap. 1, Sect. 1): 
24” EL”(0, co; H-l(Q)). 
Les uz restent done dans un borne de L”(0, co; H-l(Q)) et done, aprb 
extraction Cventuelle d’une sous-suite (que nous designons encore par V) 
on a (3.25) (la limite &ant nulle en vertu de (3.23) et (3.24)). De (3.23-3.25) 
nous deduisons (3.26) et (3.27), d ‘oh (3.28) et (3.29), puisque l’operateur 
u + v(0) est continu de Hl(0, T; V) dans V. 
u;-0 dans Lm(O, T; H-l(Q)) faible, VT (3.25) 
u, - 0 dans Hl(0, T; L2(Q)) faible, (3.26) 
% ‘-0 dans W(0, T; H-l(Q)) faible, (3.27) 
&) - 0 dans L2(Q) faible, (3.28) 
u’(t,) - 0 dans H-l(Q) faible. (3.29) 
Or, du Lemme 2.1 et des considerations sur la continuite qui suivent au 
Lemme 2.2 on voit que, apres extraction Cventuelle d’une sous-suite on a la 
convergence de (3.28) (resp. (3.29)) d ans&,l(Q) faible (resp. L2(Q) faible). 
Finalement, on a demontre que, de toute suite t, on peut extraire une sous- 
suite t, jouissant de la propriM precedente. Le limite &ant bien determinee, 
c’est toute la suite qui tend vers zero, et le theoreme de la Sect. 2 est demontre. 
4. ETUDE DU PR~BLBME LIMITE 
Le but de ce paragraphe est de demontrer le Lemme 3.3 dans les trois cas 
de 1’CnoncC du theoreme de la Sect. 2. 
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(a) Cas ozi Sz est borne’. Dans ce cas, la seminorme [u] est une norme de 
&r(Q) tquivalente a j] u 11 et l’immersion de Hal(Q) dans I?(Q) est compacte, 
si bien que l’operateur A (avec des conditions aux limites de Dirichlet) 
possede une suite infinite de fonctions propres wi correspondantes a des 
valeurs propres - Xi2 (et, au plus, un nombre fini de Aj peuvent co’incider) 
(cf. [6], Chap. 1, Sect. 5). 
Awj = - XFwj; xj* co; 
P” 
IWjI =l; [Wj] = Ai . (4.1) 
Ces fonctions forment une base de Hal(Q) et de L2(Q) qui peut &tre prise 
comme base pour la construction des approximations de Galerkin. En 
developpant les conditions initiales par rapport a cette base nous avons (4.2) 
et (4.3) et en resolvant (2.9), (2.10) avec a E 0, (4.4) 
v(j = f CijWj (converge dans Hal(Q) fort), (4.2) 
j=l 
Vl = f fljWj 
j=l 
(converge dans L2(Q) fort), (4.3) 
Pi . gj,(t) = ai cos A# + hj sin hjt. (4.4) 
Nous voyons done que les g!,(t) ne dependent pas de m et la solution v 
de l’tquation des ondes peut s’ecrire sous la forme (4.5) oh les sommes 
convergent dans les topologies faible-ttoile de L”(- co, + 00; I&r(Q)) et 
de L”(- co, + co;L2(Q)) res ec ivement, puisque les sommes partielles p t’ 
sont les approximations de Galerkin. 
V = f Wj(X) [al COS hjt + 4 sin h,t] 
j=l 3 
(4.5) 
21’ = f Wj(X) [- hpj sin A$ + /3j COS h,t]. 
i=l 
Soit e(x) une fonction quelconque de L2(Q!,), que nous supposerons pro- 
longee par zero a 52 - Q, . En multipliant scalairement (4.5) par 6 on a (4.6) 
oh la serie converge dans L”( - co, + co) faible Ctoile, et a fortiori dans S’ 
espace des distributions temperees 
J, u’(t) 8 ai2 = f 1 wjB[- hjai sin hjt + & cos X,t] df2. (4.6) 
j=l Q1 
Or, le premier membre de (4.6) es nul d’aprb (3.22). En faisant la trans- t 
formee de Fourier des deux membres de (4.6), operation qui est continue de 
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s’ dans lui-m&me, nous avons, 6 &ant la distribution de Dirac et i i’unite 
imaginaire: 
o=fj wje do{- 7rhjaji[s(s - hj) - S(s +Aj)] 
j=l Ql 
+ 4j[qs - Aj) + qs + &)I>* 
Le second membre de (4.7) es une somme de distributions de Dirac aux t 
points f hj et elle ne peut &tre nulle que si chacun des coefficients est nul. 
Or, d’apres une remarque precedente, seulement un nombre fini de valeurs 
numeriques Aj peuvent coincider, si bien que, pour toute valeur propre Aj 
on a 
1 S,, w&l dQ(- hjaji + /Ii) = 0, 
oh la somme est Ctendue a toutes les fonctions propres wj associees a Aj (la 
somme est done finie). En separant les parties reelle et imaginaire, nous 
avons (4.8). 
(4.8) 
Mais les wj sont des solutions de l’equation elliptique a coefficients constants 
(4.1) et elles sont done des fonctions analytiques dans a et puisque les 
sommes de (4.8) sont finies, les crochets de (4.8) sont analytiques dans 0. 
Or, 0 Ctant arbitraire dans Sz, les dits crochets sont nuls dans Qn, et par 
prolongement analytique, dans Sz tout entier, et puisque les wj forment une 
base dans D on a 01~ = /3j = 0, ce qui montre, d’apres la representation (4.5), 
que u est identiquement nulle. Le Lemme 3.3 est done demontre dans ce cas. 
Remarquons que cette demonstration s’etend sans modification a des Cqua- 
tions oh l’operateur est remplace par un autre de coefficients fonctions analy- 
tiques de x. 
(b) Cus oli 52 co&cide aoec RN. Dans ce cas, le spectre de I’operateur d 
n’est plus discret et la representation (4.5) n’est plus valable. On peut la 
remplacer par une autre faisant intervenir la transformation de Fourier en x 
(il s’agit d’un probleme de Cauchy et la theorie de [8], Chap. 3, Sect. 5 
s’applique), sur laquelle on peut faire la transformation de Fourier en 2 
comme dans (a). 11 est pourtant beaucoup plus rapide de remarquer que u’ 
est une solution distribution dans RN de l’equation des ondes, nulle pour 
tout t a l’indrieur dun certain cercle (d’apres (3.22)); par application directe 
du theoreme de Holmgren ([7], Chap. 4, Sect. I), u’ est la distribution iden- 
tiquement nulle, si bien que u = U(X) est harmonique et appartient a H,l(RN); 
elle est done nulle, C.Q.F.D. 
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(c) Cas oti le comptimentaire de Sz est borne’. Si le compkmentaire de Q 
est born& on peut faire une Ctude analogue ?I celle du cas (b) en utilisant la 
reprksentation de la solution de l’tquation des ondes de [9], Sect. 4: 
Q(X, 4 = J RN w+(x, a) [u+(a) eiDt + /3+(a) eciDt] da, (4.9) 
oti w+(x, a) est la solution de l’kquation Aw, + p2w+ = 0 qui se comporte & 
l’infini comme e-i(r*o) et qui est nulle A la frontike de Q, c’est-a-dire, l’onde 
e-i@*a) diffuske (au sens de la thkorie du scattering) par l’obstacle (domaine 
complkmentaire de Q). Dans ce cas, la transformation de Fourier en x du 
cas (b) est remplacee par les transformations (3.4) de [9], et la fonction e-i(a*a) 
par w+(x, a). Tous les calculs sont exactement pareils k ceux de (b), mais nous 
n’avons pas rCussi A mettre en aeuvre une dkmonstration rigoureuse tenant 
compte des topologies des espaces correspondants. La dbmonstration du 
Lemme 3.3, dans ce cas n’est done que formelle et doit &tre considCrCe 
comme relevant des mathkmatiques appliqdes. 
5. APPLICATION A L'I~LECTROMAGN~ZTISME 
Nous remarquerons avant tout que les conditions de transmission A la 
front&e entre 52, et son complkmentaire, contenues implicitement dans la 
formulation faible CtudiCe ti la Sect. 2 sont les (5.1), oh les crochets dksignent 
la discontinuitk de la fonction A la traverske de la front&e X?, . 
[u] = 0; [ 1 2 =o sur 8s2, . (5.1) 
En effet, si l’on fait les hypothkses de regularit de la solution habituelles 
pour l’interprktation des solutions faibles, on peut considtrer (2.9) Ccrit 
pour la solution exacte u, et, en intkgrant par parties en x son dernier terme 
on a: 
0 = j. (u” + a(x) u’ - Au) ye dQ + 1, [g] q ds, (5.2) 
mais le premier terme est nul parce que u est solution de (2.2), et (5.1) rksulte 
de ce que (5.2) soit vCrifiCe pour toute fonction ‘p. 
ConsidCrons maintenant un type de problkmes Clectromagnktiques bidi- 
mensionnels, en ce sens que les fonctions ne dkpendent que des variables 
Xl, x2 , t, que le champ magnktique H est partout parallkle au plan 0, x1 , x2 et 
que le champ Clectrique E, le courant Clectrique J et le rotationnel de H 
sont normaux au dit plan. Nous supposerons que dans tout le plan R2 = 9, 
la permCabilitC magnktique et la constante diklectrique du milieu sont con- 
736 SANCHEZ-PALENCIA 
stantes (nous les prendrons &gales a l’unite), et que la conductivite electrique 
S(X) est constante et positive dans une region Q, et nulle ailleurs (par exemple 
corps conducteur 52, dans le vide) 
6(x) = I o>O si x E Q, o si X$Ql. (5.3) 
Dans ces conditions les equations de Maxwell et les conditions aux limites 
a remplir sont (5.4)-(5.8), dont la premiere est une consequence du caractere 
bidimensionnel du phenomene et implique que la densite spatiale de charge 
Clectrique est nulle. Si I’on connait les champs electrique et magnetique a 
l’instant initial (5.9) et (5.10) q ue nous supposerons appartenant a Hs1(R2) 
nous allons demontrer que le probleme (5.4)-(5.10) est equivalent a un 
autre, du type CtudiC aux Sects. 24 et done que, lorsque t + + co, E et H 
tendent vers zero dans tout I’espace R2. 
divE = 0, 
div H = 0, 
rot H = J + (aE/at); 
rot E = - (aH/at), 
[E] = [H] = 0, 
H 1 1=0 = H, E Ho1(R2) ; 
E It=,, = E, E H,1(R2). 
J=6E, 








En effet, considerons a priori l’equation (5.11) avec les conditions initiales 
(5.12) et (5.13) qui est en fait une equation scalaire (puisque E est parallele a 
OX,) avec des conditions initiales du type (2.1)-(2.4). 
AE = +E/at) + (a2E/8t2), (5.11) 
E It=,, = E, E H,,l(R2), (5.12) 
aE 
at t=O 
= rot I&, - LYE, ELM, (5.13) 
(5.1 I)-(5.13) determine E de facon unique, avec E et VE continus a la traver- 
see de %I, . H est alors determine en integrant l’equation differentielle ordi- 
naire (5.7) avec la condition initiale (5.9). Le vecteur H ainsi construit est 
continu a la traversee de aQr , car rot E, ainso que Ha (d’aprb le theoreme 
de traces) le sont aussi. En plus, en prenant la divergence de (5.7), on voit 
que divH est independante du temps, et d’apres (5.9),H verifie (5.5). Nous 
avons ainsi construit les vecteurs E et H solution de (5.4)-(5.10). En effet, 
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la seule equation qui n’ait pas et& constatte est la (5.6); or, compte tenu de 
(5.4), (5.11) s’ecrit (5.14), ou encore, compte tenu de (5.7), (5.15) qui montre, 
grPce a (5.13) que l’expression contenue dans le crochet de (5.15) est nulle 
pour tout t, c’est-P-dire, que (5.6) est verifiee. 
rot rot E = - (a/at) [&E + (aE/at)], 
(a/at) [eE + (aE/at) - rot H] = 0. 
Cela montre que, au moins dans le cadre des phenomenes Ctudies ici, 
la presence d’un corps conducteur produit un amortissement des ondes 
tlectromagnetiques dans tout l’espace. 11 serait peut-&tre interessant de faire 
une etude analogue pour des problemes physiques plus generaux, en particu- 
lier pour le systeme de Maxwell dans le cas tridimensionnel (cf. [lo], [Ill) 
avec des conditions de transmission differentes des (5.8). Remarquons que le 
prolongement analytique des fonctions propres utilise a la Sect. 4 pourrait 
peut-&tre se faire dans le cas des problemes de transmission (dont les fonc- 
tions propres sont analytiques par morceaux) a l’aide du theoreme d’unicitt 
de Holmgren (cf. [8]). 
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